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Introduction 
Soit R* un groupe abelien additif. On y introduit une seconde operation 
convenable afin d'obtenir un anneau R. L'exigence de la distributivite 
et de l'associativite limite le nombre des possibilites d'une telle construction. 
En premier lieu nous nous occuperons de la construction des "multipli-
cations" telles que les lois distributives sont valables. Ainsi on obtient 
tous les anneaux non necessairement associatifs. Afin d' y parvenir nous 
nous servirons de quelques conceptions et theoremes dont on peut trouver 
un sommaire dans les premiers paragraphes (cf. [1]). 
La selection des anneaux associatifs est une amvre assez difficile et 
pour le moment elle n'est possible que dans les cas peu compliques. 
Nous nous bornerons a la construction de tous les anneaux R a 4 
elements. On a deux possibilites: 1. R* est isomorphe au groupe cyclique, 
2. R* est isomorphe au groupe de Klein ( V4). 
Dans le cas ou R* est cyclique il y a 3 anneaux associatifs, le deuxieme 
cas entraine 52 anneaux, parmi lesquels 8 anneaux sont associatifs. 
Pour conclure nous attirons !'attention sur les anneaux non-associatifs. 
On y trouve quelques anneaux se rattachant a un autre article, concernant 
la n-associativite (cf. [2]). 
1. Preliminaires 
Si R* est un groupe abelien additif, on definit la multiplication f de 
telle fa9on que f(x, y) E R* et f(xl +x2, y) = j(x1, y) + j(x2, y), f(x, Yl + Y2) = 
= f(x, Yl) + f(x, Y2) pour tous les elements X, y, Xt et y, de R*. L'ensemble 
de toutes les multiplications f est indique par F. La somme /I+ /2 est 
defini par: (/I+ /2)(x, y) = h(x, y) + /2(X, y). On verifie aisement que F, 
muni de cette loi de composition constitue un groupe abelien additif. 
Soient A et B deux groupes abeliens additifs et f/JI et f/J2 deux applications 
homomorphes de A dans B, soit f/Jl + q;2 la somme de deux homomorphismes 
definie par: (q;I+f/J2)(x)=q;1(x)+q;2(x) pour tout x EA, alors on peut 
demontrer que !'ensemble Hom (A, B) des homomorphismes q; avec la 
composition introduite constitue un groupe abelien additif. 
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Si F' est le groupe abelien formel, engendre par les elements (a, b), ou 
a E A, b E B (A et B soient des groupes abeliens additifs) et H est le sons-
groupe engendre par les elements du type (al+a2,b)-(a!,b)-(a2,b) et 
(a,b1+b2)-(a,b1)-(a,b2), on ecrit: F'JH=A0B; ce "produit" est 
appele le produit tensoriel de A et B. 
2. Theoreme: 
a. F"" Hom (R* 0 R*, R*). 
b. F "" Hom {R*, Hom (R*, R*)}. 
Demonstration: a. Soit IE F et l(x, y) =Z, alors !'application cp de 
R* 0 R* dans R*, definie par cp(x 0 y) =zest un element de Hom (R* 0 R*, 
R*). Ainsi on peut introduire une application X de F dans Hom (R* 0 R*, 
R* ), definie par la relation l(x, y) = cp(x 0 y) pour to us les elements X et y 
de R*. On verifie facilement que X est une application sur Hom (R* 0 R*, 
R*) et meme que x est une application isomorphe. 
b. Soit a E R* et I E F, alors !'application x __,.I( a, x) est un endo-
morphisme cxa de R*. En sortant d'un I fixe, on peut ainsi trouver un 
endomorphisme cxa de R* pour tout a de R*. Autrement dit: Toute choix 
de IE F entraine une application cp de R* dans Hom (R*, R*), determinee 
par {cp(x)}(y) = l(x, y) pour tout X, y de R*. On peut aisement verifier que 
q: est un homomorphisme. Si 1' on ecrit: cp = x(/), on peut demontrer que 
l est une application isomorphe de F sur Hom {R*, Hom (R*, R*)}. 
Par exemple: 0 soit l'anneau des entiers rationnels, alors: 
Hom (0*, V4)"" V4 et 0* 0 V4"" V4. 
Dans le cas ouR* est cyclique, on a: R* 0 .R* ,..__, R* et Hom (R*, R*) ~ R* 
et par consequent: F "" R*. 
En vue de notre but nous nous interessons a la structure des groupes 
Hom (V4, V4) et V4 0 V4. V4 est decomposable en somme directe de deux 
groupes cycliques d'ordre 2: V4 =02*EB02*, d'ou l'on obtient: 
Hom ( V4, V4) =Hom (02* EB 02*, 02* EB 02*) = 
=Hom (02*, 02*) EB Hom (02*, 02*) EB Hom (02*, 02*) EB Hom (02*, 02*) = 
=02* EB 02* EB 02* EB 02*. 
Ainsi le groupe Hom ( V4, V4) est isomorphe a un groupe d'ordre 16 
dont tousles elements ont l'ordre 2; nous l'indiquerons par vl6. Il en est 
de meme avec v4 0 v4. 
Evidemment V16 consiste de tous les endomorphismes de V4• 
Dans cet ordre d'idees il est avantageux de noter les elements de V16 
sous la forme d'applications, comme suit: 
v4 consiste des elements 0, a, b et c, (pqr) designe l'endomorphisme 
q: avec !'application cp(O) = 0, cp(a) = p, cp(b) = q, cp(c) =r (oup, q, r representent 
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les elements 0, a, b ou c); evidemment (pqr) ne peut avoir que l'une des 
deux structures suivantes: (pqr) est une permutation de (abc) ou (pqr) 
contient 2 elements identiques, tandis que le troisieme est zero. 
3. Dans le cas ou R* est cyclique on a deux possibilites: R* est cyclique 
d'ordre fini ou infini. 
Si R* est cyclique d'ordre n, on peut construire n anneaux (en vertu 
de F '""' R* ). Soit h une multiplication quelconque ( * 0) et /k la multipli-
cation k · fi. Alors h et /k donnent lieu a des anneaux R11 et Rtk avec 
R11 ~ Rtk si et seulement si (k, n)=1, puisque kl (O.;:;;k.;:;;n-1) constitue 
un systeme complet de restes mod. n, de sorte que !'application a~ k·a 
(a E R) est un automorphisme de l'anneau. En general: L'anneau Rfk avec 
(k, n) =d est isomorphe a tous les anneaux R11 avec (l, n) =d. 
Ainsi le nombre des anneaux distincts est identique au nombre des 
diviseurs de n. Tous les anneaux sont associatifs. 
Alors en particulier on a 3 anneaux associatifs dont le groupe additif 
est cyclique d'ordre 4. 
Dans le cas ou R* est isomorphe au groupe cyclique infini, h soit la 
multiplication telle que R11 est isomorphe a l'anneau des entiers rationnels. 
Puisque le groupe cyclique infini n'a que 2 automorphismes, il s'ensuit 
que Rtk ~ Rt-k et Rtk ~ Rt1 si et seulement si k= ± l. Tousles anneaux 
sont associatifs. 
4. R* soit le groupe isomorphe a V4• Afin de construire tousles anneaux 
R possibles, il suffit de trouver tous les homomorphismes ~ de V4 dans 
Vt6, d'ou I' on obtient f, defini par f(x, y) = {~(x)}(y)(x, y E R*). R* consiste 
des elements 0, a, b et c, soit ~(a)= (ptqtrt), ~(b)= (p2q2r2), alors il sera 
necessaire d'exiger: ~(c)= ((p1 +p2)(q1 +q2)(r1 +r2)). Alors on peut choisir 
~(a) et ~(b) librement et la table de multiplication y appartenant est: 
0 a b c 
a 
b P2 q2 r2 
c Pt +P2 q1 +q2 r1 +r2 
Evidemment on peut construire 44 = 256 tables distinctes et par consequent 
il y a 256 anneaux avec un groupe additif ~ V4• 
Cependant il se peut que plusieurs anneaux d'entre eux soient iso-
morphes a un anneau choisi. Cela nous mene a la recherche des classes 
distinctes, toute classe ne contenant que des anneaux mutuellement 
isomorphes. 
Avant tout il vaut la peine de remarquer que, si R11 et Rt2 sont deux 
anneaux isomorphes, I' application isomorphe IX: R11 ~ R12 est necessaire-
ment un automorphisme de R*. 
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Ainsi, si R est un anneau dont le groupe additif est isomorphe a V4 , 
le nombre des anneaux isomorphes a R ne peut pas depasser le nombre 
des automorphismes de V4, c.-a.-d. 6, puisque le groupe d'automorphismes 
de V4 est isomorphe au groupe symetrique 8 3• 
Alors on peut construire systematiquement toutes les classes possibles. 
Le nombre d'anneaux dans une classe est l, 2, 3 ou 6. Apres une recherche 
laborieuse on trouve 52 classes. 
Avant de les noter au complet, nous essayons d'isoler les classes 
d'anneaux associatifs. 
L'associativite implique f{f(x, y), z}=f{x, f(y, z)} pour tout x, y, z E R*. 
En vertu du theoreme: F "' Hom {R*, Hom (R*, R*)}, tout f correspond 
a une application rp de V4 dans Hom ( V4, V4). Alors, en profitant de la 
relation {rp(x)}(y) = f(x, y), on peut conclure que l'associativite equivaut 
a la formule: 
rp[{rp(x)}(y)](z) = {rp(x)}[{rp(y)}(z)]. 
vl6, le groupe d'endomorphismes de v4, est meme un anneau, si l'on 
definit: soient iX1 et 1X2 deux elements de V16, alors Je produit iXliX2 = ~Xa 
est }'element de V16 tel que iXa(x) = iX2{1Xl(X)} pour tout X de V4. 
Par consequent: 1' exigence de 1' associativite impliq ue que le produit 
de deux endomorphismes rp(x) et rp(y) soit un endomorphisme de la 
structure rp(z). 
En d'autres termes: 
Theoreme: 
Une condition necessaire pour que l'anneau R (ou R* "' V4 ) avec 
multiplication f, soit associatif, est que !'application homomorphe rp de 
V4 dans Hom (V4, V4) et definie par {rp(x)}(y)=f(x, y), donne lieu a un 
anneau d'endomorphismes, se composant des elements rp(O), rp(a), rp(b) et 
q:(c), ou 0, a, b et c sont les elements de v4. 
Cette condition n'est pas suffisante: 
L'anneau R avec la table de multiplication suivante: 
0 
a 
b 
c 
a 
0 
0 
0 
b c 
a a 
a a 
0 0 
entraine les endomorphismes rp(O) = rp(c) = (000) et rp(a) = rp(b) = (Oaa). 
Il est vrai que (Oaa)2=(000) et par consequent !'ensemble des endo-
morphismes constitue un anneau. Neanmoins R n'est pas associatif, 
puisque b2b=ab=ai= 0=ba=bb2. 
A l'aide du theoreme il est possible de decouvrir les anneaux associatifs. 
Le resulta,t est un nombre de 8 classes d'anneaux associatifs et par conse-
quent 44 classes se composent d'anneaux non-associatifs. 
2 Series A 
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5. Nous donnerons la liste complete des anneaux mentionnes ci-
dessus. Pour abreger la table de multiplication 
0 a b c 
a p q r 
b 8 t u 
c v w z 
sera indiquee par 
(~ ~) (voir le paragraphe precedent). 
Les anneaux commutatifs et associatifs: 
1. ( ~ ~ ) 
2. ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ ~ ) 
3. ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ ~) ( : :) ( ~ ~ ) 
4. (: ~) ( ~ ~ ) ( : ~ ) 
( ~ ~) ( ~ ~) (: ~ ) ( ~ b ) (: ! ) (: ~) 5. 0 
6. ( : ~ ) (: ~) ( ~ ~) 
Les anneaux commutatifs et non-associatifs: 
7. ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
8. ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) 
9. ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ :) 
10. (! :) ( ~ ~ ) ( ~ ! ) ( : ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
11. ( : :) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ ~) 
12. ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
13. ( ~ ! ) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( : ~ ) 
14. ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
15. ( : ~ ) ( ~ ! ) 
16. ( ~ ~ ) 
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Les anneaux non-commutatifs et associatifs: 
17. ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~) 
18. (~~) (:~) (: ~) 
Les anneaux non-commutatifs et non-associatifs: 
19. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
20. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ :) ( ~ ~) 
21. ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ ~ ) (: ~) 
22. (: ~) ( ~ :) ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) 
23. (: :) (: ~) ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~ ) (: ~) 
24. (: ! ) ( ~ ~) (! ~) (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
25. (; :) (: ~) ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ :) ( ~ ~) 
26. (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) ( ~ :) 
27. (: ~ ) ( ~ ~) ( ~ :) ( ~ ~) ( ~ :) ( ~ ~) 
28. ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) ( ~ ~ ) (! ~) ( ~ ! ) 
29. ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~) 
30. ( ~ ! ) ( ~ ~ ) (! ~) (: ~) ( ~ ~ ) (: ~) 
31. ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) 
32. ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) 
33. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ :) ( ~ ~) ( ~ ~) 
34. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ :) 
35. ( ~ ~) ( ~ ~) (! ! ) 
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36. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ! ) (! ~) 
37. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~) (: ~) 
38. ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) (: ~ ) ( : ~ ) (: ~) 
39. ( ~ :) ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~ ) ( ~ ! ) (! ~) 
40. ( ~ :) ( ~ :) ( ~ ~) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ :) 
41. ( ~ ~) ( ~ ~) ( ~ :) (: :) ( ~ ! ) (! ~) 
42. (: ~) (: :) ( ~ ~ ) ( ~ ~) ( ~ :) ( ~ ~) 
43. (: ~) (: ~) ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~ ) 
44. ( ~ ! ) ( ~ ~) (! ~) ( ~ ~ ) (: ~) ( ~ ~) 
45. ( ~ ~) ( ~ ~) (: ~) (: ~) ( ~ ~ ) (: ~) 
46. ( ~ ~) ( ~ ~ ) (: ~) ( ~ ~) (: ~) ( ~ ~) 
47. (! ~) (: ~) ( ~ ! ) (: ~) (: ~) (: ~ ) 
48. (: ~) (: ~) ( ~ ~) (: ~) (: ~) (: ~) 
49. (: ~) (: ! ) ( ~ ~) (! ~) ( ~ ~) (: :) 
50. (: ~ ) (! ~ ) ( ~ ~) (: ! ) ( ~ ~) (: :) 
51. (: ! ) ( ~ ~) (: ~) 
52. ( ~ ~) (: :) (: ~) 
Remarques: 
Les classes d'anneaux avec un element-unite sont les numeros 4, 5 
et 6. No. 6 est le corps a 4 elements. No. 17 a une unite a gauche, no. 18 a 
une unite a droite. Parmi les anneaux non-associatifs et non-commutatifs 
il y en a 6 contenant une unite a gauche (24, 31, 45, 47, 48 et 51) et 
encore 6 contenant une unite a droite (23, 32, 40, 41, 42 et 52). 
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6. Pour conclure nous attirons !'attention sur les anneaux non-
associatifs. II est a remarquer qu'on y trouve quelques anneaux 5-asso-
ciatifs. ({a, b, c}=(ab)c-a(bc) est appeie l'associateur et l'anneau ou 
{{a, b, c }, d, !} +{a, {b, c, d}, !} +{a, b, {c, d, f}} = 0 pour tous les elements 
a, b, c, d et f de l'anneau, est appeie un anneau 5-associatif). L'anneau 
no. 34 avec la table de multiplication 
0 
a 
b 
a 
0 
a 
a 
b 
0 0 
b 
b 
en est un exemple. On verifie aisement que {p, q, r}=a dans le cas ou 
a ne figure pas dans l'associateur; les autres associateurs s'annulent 
(p, q et r representent les elements a, b ou c). II s'ensuit que I'anneau est 
5-associatif. 
Un autre exemple d'un anneau 5-associatif est l'anneau no. 48 avec 
la table de multiplication 
0 a 
a b 
b 
a 
b 
0 
b 
b 
b 
a 
On peut meme demontrer que cet anneau est 5-associatif et simple. Pour 
les details nous renvoyons a un article (a paraitre), specialement consacre 
aux anneaux 4- et 5-associatifs (cf. (2]). 
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